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1 Uvod

Teorija grupa predstavlja vaZan matemati¢ki model kojim se mogu
formulirati razli¢iti problemi u fizici i inZenjerstvu. Tako sva gibanja u
trodimenzionalnom euklidskom prostoru ¢ine grupu koja se naziva
posebnom euklidskom grupom gibanja, a oznacava sa SE(3). Ona se
pojavljuje u mnogim primjenama u kojima gotovo uvijek dolazi do
potrebe za izracunom konvolucije dviju funkcija definiranih na grupi.
U klasi¢noj teoriji harmonijske analize konvolucija se efikasnije
racuna u transformacijskoj domeni jer postoje brzi numericki
algoritmi za Fourierovu transformaciju. Time je inspirirano
poopc¢avanje pristupa na slu¢aj nekomutativne harmonijske analize na
grupama. Grupa SE(3) prva je nekompaktna nekomutativna Liejeva
grupa koja je zanimljiva u primjenama i za ¢ije su restrikcije na
kompaktno ograni¢ene domene osmiSljeni brzi numericki algoritmi.

2 Opis problema

Ameri¢ki su znanstvenici Alexander B. Kyatkin i Gregory S.
Chirikjian prilikom rjeSavanja konkretnijeg problema odredivanja
radnog prostora robotske ruke shvatili da se numeric¢ki postupci, koje
razvijaju, zapravo opcenito odnose na konvoluciju funkcija na grupi
SE(3). U okviru ovoga rada trebalo je razumjeti i implementirati
njihov prijedlog algoritma pomoéu MATLAB-a. Takoder, trebalo je
istraZiti i opisati moguce primjene algoritma.

3 Metoda

Koristenjem nereducibilnih unitarnih reprezentacija u obliku
operatora, formira se Fourierova transformacija na grupi gibanja kao
integral na grupi produkta prostora SE(3) x S% Zapis elemenata
Fourierove transformacijske matrice u integralnom obliku, kao i
primjena interpolacije Kartezijevog na sferni koordinatni sustav,
omogucava primjenu otprije razvijenih brzih algoritama za Fourierovu
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4 Rezultati

Brza numericka konvolucija znacajno je efikasnija od izravnog
izraCuna. Za N toCaka uzorkovanja, sloZenost algoritma, koja u slucaju
izravne implementacije konvolucijskog integrala iznosi O(N?),
smanjena je na O(N"%(log N)?) + O(N@*D3) gdje parametar y ovisi o
uc¢inkovitosti matriénog mnoZenja, 2 <y < 3.

U okviru rada izradene su MATLAB  go-
funkcije za izravnu i inverznu SE(3)
Fourierovu transformaciju te za
izratun konvolucijskog integrala. €0]
KoriStena je SOFT biblioteka za brzu g/
SO(3) Fourierovu transformaciju te
ugradene MATLAB funkcije za
spline interpolaciju i Fourierovu 307
transformaciju na trodimenzionalnoj
Kartezijevoj  reSetki.  Vremenski
najkriti¢niji dijelovi implementacije
koraci su u kojima zbog strukture o+
matri¢nih elemenata nije bilo moguce
iskoristiti efikasne ugradene matricne
operacije pa se one obavljaju
ugnijezdenim petljama. Kako grupa
SE(3) ima Sest dimenzija, veliki je
problem implementacije algoritma
memorijsko zauzece.
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Vremena izvodenja
pojedinih koraka algoritma
u sekundama za razlicite
parametre uzorkovanja:

K - broj uzoraka na Y3

L — broj uzoraka na SO(3)

Izradena implementacija potencijalno se moZe Kkoristiti za
odredivanje radnog prostora robotske ruke, rjeSavanje inverznog
kinematickog problema diskretno pogonjenih manipulatora te
izraCune u statisti¢koj mehanici makromolekula.

Neki od problema vezani uz opisana podrucja primjene dosad nisu bili
prakti¢no rjeSivi zbog velike sloZenosti izravnog pristupa. KoriStenjem
brzog algoritma za konvoluciju, oni postaju znac¢ajno jednostavniji.
Zbog visoke dimenzionalnosti domena, na kojima se definiraju
funkcije i transformacijski koeficijenti, za zadovoljavajuce diskretne
aproksimacije potrebno je utroSiti mnogo memorijskog prostora.
Pozitivno svojstvo implemenetacije osobito bitno za daljnja
poboljSanja laka je moguénost paralelizacije.

2. Interpolacija

Brza inverzna SE(3) Fourierova
transformacija umno$ka

Algoritam za brzu konvoluciju na
SE(3) grupi izvrstan je primjer kako
se matematicki modeli mogu
uspjesno primijeniti u rjeSavanju
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inZenjerskih problema. Povezivanje
matematike 1 inZenjerstva sigurno ce
ubrzati razvoj oba podrucja te
unaprijediti svijet kojeg stvaramo i u
kojem Zivimo!

Z [Z it (PR u]w )

1=js] Lm=—t

(1) = (gn n(p) exp(—ip - 1) d’p

4. FFT na grupi SO(3)
>

s=—8

[Z > Z Ul (R)(92)7, ]

U=|s| m'=—1'n

1. ZESOI diplomska radionica, FER, Zagreb, 1. srpnja 2010.



